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Раздел 5 

 

 

I. Обыкновенные дифференциальные уравнения (ДУ)  

    I-го порядка. 

 

 

1.1. Задачи, приводящие к дифференциальным уравнениям. Опре-

деления. 

  Литература:  1 , гл. XIII, §1-2, упр. 1,2,4. 

1.2. Уравнения с разделяющимися переменными. 

  Литература:  1 , гл. XIII, §4, упр. 9, 20-26, 35-37. 

1.3. Однородные ДУ 1-го порядка и приводящиеся к ним. 

  Литература:  1 , гл. XIII, §5, упр. 40-47, 55, 56, §6, упр. 48-50. 

1.4. Линейные ДУ 1-го порядка и уравнение Бернулли. 

  Литература:  1 , гл. XIII, §7, упр. 58-63, §8, упр. 66-69. 

1.5. Уравнения в полных дифференциалах. 

  Литература:  1 , гл. XIII, §9, 10, упр. 72-76, 80. 

1.6. Огибающая семейства кривых. Особые решения ДУ 1-го по-

рядка. 

  Литература:  1 , гл. XIII, §11, 12. 

 

 

 Вопросы для самопроверки. 

1. Дайте определения: 

а) дифференциального уравнения 1-го порядка; 

б) общего решения ДУ 1-го порядка; 

в) общего интеграла ДУ 1-го порядка; 

г) частного решения (интеграла) ДУ 1-го порядка. 

2. Сформулируйте задачу Коши для ДУ 1-го порядка и укажите 

ее геометрический смысл. 

3. Дайте определения: 

а) интегральной кривой ДУ 1-го порядка; 

б) семейства интегральных кривых ДУ, дайте геометрическое 

толкование ДУ 1-го порядка. 

4. Сформулируйте теорему о существовании и единственности 

решения ДУ 1-го порядка. Что называется особым решением 

ДУ 1-го порядка? 

5. Дайте определения ДУ: 

а) с разделенными переменными; 

б) с разделяющимися переменными. 
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Изложите метод нахождения общего решения ДУ с разде-

ляющимися переменными. Найдите общее решение уравне-

ния: 

    0dx1ydy1x 22  . 

6. Дайте определение однородного ДУ 1-го порядка. С помо-

щью какой замены переменной однородное ДУ приводится к 

уравнению с разделяющимися переменными? Являются ли 

однородными уравнения: 

а) 222, xyxyxy  ;        б)   xyln1yxy ,  ? 

С помощью какой подстановки уравнение вида 















222

111,

cybxa

cybxa
fy  при 0baba 2221   приводится к однород-

ному? 

7. Дайте определение линейного ДУ 1-го порядка: а) однород-

ного; б) неоднородного. Изложите: а) метод Бернулли реше-

ния ЛНДУ 1-го порядка; б) метод вариации произвольной по-

стоянной (метод Лагранжа). Является ли уравнение 

  ,3 yy2xy   линейным относительно функции  yxx  ? 

8. Дайте определение уравнения Бернулли. Покажите, что с по-

мощью подстановки m-1yz   (где z – новая функция) уравне-

ние Бернулли преобразуется к линейному. Какие методы ре-

шения уравнения Бернулли вы знаете? 

 

II. Дифференциальные уравнения высших порядков. 
 

2.1. Общие понятия. 

       Литература:  1 , гл. XIII, §16, упр. 117. 

2.2. Уравнения, допускающие понижение порядка. 

       Литература:  1 , гл. XIII, §17, упр. 118, 119, §18, упр. 120-124. 

2.3. Линейные ДУ 2-го порядка. 

       Литература:  1 , гл. XIII, §20,21, упр. 129-132, 140-146, §23-25, 

упр. 149-158, 164-167. 

 

 Вопросы для самопроверки. 

1. Дайте определения: а) ДУ 2-го порядка; б) его общего и част-

ного решений. Сформулируйте задачу Коши для ДУ 2-го по-

рядка, укажите его геометрический смысл. 

2. Изложите методы решений ДУ вида: 

а)    xfy n            б)   0y;y;xF ,,,           в)   0y;y;yF ,,,   

3. Дайте определение: а) линейного ДУ n-го порядка (однород-

ного и неоднородного (ЛОДУ и ЛНДУ)); б) линейно зависи-
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мых и линейно независимых функций; в) определителя 

Вронского; г) фундаментальной системы решений. 

Сформулируйте условия линейной независимости решений 

ЛОДУ. Исследуйте на линейную независимость следующие 

системы функций: 1) х; lnx; 2) xe ; xxe  ; 3) х; х
2
. 

Сформулируйте необходимое условие линейной зависимости 

системы функций. 

4. Сформулируйте терему о структуре общего решения: а) ЛО-

ДУ; б) ЛНДУ. 

Докажите, что сумма частных решений уравнений 

1

,,, fgypyy    и 2

,,, fgypyy   является решением уравне-

ния 21

,,, ffgypyy  . 

5. Изложите метод Лагранжа вариации произвольных постоян-

ных. 

6. Выведите формулу для общего решения линейного однород-

ного ДУ 2 порядка с постоянными коэффициентами в случае 

действительных различных корней характеристического 

уравнения. 

7. Изложите правило нахождения частного решения линейного 

ДУ 2 порядка с постоянными коэффициентами и правой ча-

стью вида: а)  xPe n

x , где  xPn  - многочлен степени 0n  ; б) 

 xBsinxAcose x  . 

 

III. Системы обыкновенных дифференциальных уравнений. 
 

Литература:  ,1 гл. ХIII §29 упр. 180, §30 упр. 185, 186, 188, гл.ХХI 

§17 упр. 14. 

 

 Вопросы для самопроверки. 

1. Дайте определение: а) нормальной системы ДУ 1 порядка; б) 

однородной системы в нормальной форме. Сформулируйте 

задачу Коши для этой системы. 

2. Изложите метод исключения решения нормальной системы 

ДУ 1 порядка. 

3. Изложите метод нахождения общего решения нормальной 

системы 2-х линейных однородных ДУ с постоянными коэф-

фициентами в случае простых корней характеристического 

уравнения. 

4. Запишите в матричной форме нормальную систему и реше-

ние нормальной системы 2-х линейных однородных ДУ с по-

стоянными коэффициентами. 
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Контрольная работа  
 

I. Дифференциальные уравнения 1-го порядка.  

 Рассмотрим 2 примера решения дифференциального уравне-

ния 1-го порядка: 

а) однородного; б) линейного. 

 

а) Однородное дифференциальное уравнение 1-го порядка 











x

y
fy . 

 Пример 1. Проинтегрировать дифференциальное уравнение 

    0xydy2dxx3y 22  . 

Решение. Данное уравнение – однородное, т.к. выражения, стоящие 

перед dx  и  dy являются однородными функциями одного и того 

же измерения, а именно 2-го измерения. Действительно,  

           y,xPtx3ytxt3yttytx,P 222222
 ;  

     y,xQtxy2ttxty2ty,txQ 22  . 

Для интегрирования однородного уравнения удобнее разрешить 

его относительно производной   0xy  : 

  
xy

1

2

3

x

y

2

1

y

x

2

3

x2

y

xy2

x3y
y

22




 . 

Полагаем 
x

y
U  , UxUy  . Подставим эти выражения в уравне-

ние, тогда получим 

  
U

1

2

3
U

2

1
UxU   или 

U2

3U

U

3
U

2

1
xU

2 









  - диф-

ференциальное уравнение с разделяющимися переменными. Ин-

тегрируем его: 

 

   





x

C
3UClnxln3Uln

x2

dx

3U

UdU

U2

3U

dx

xdU 22

2

2

. 

Заменяем переменную U через ее значение 
x

y
: 

  
x

C
3

x

y
2

2

    или   Cxx3y 22   - общий интеграл данного 

дифференциального уравнения. 

б) Линейное дифференциальное уравнение 1-го порядка  

     xqyxpy                  (*) 

может быть решено, например, методом Бернулли, согласно кото-

рому решение уравнения (*) ищется в виде произведения 2-х функ-

ций, т.е. 
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  )x(V)x(Uy  . 

 Схема решения: 

 

 0)yy,F(x,       xqyxpy     

 

    xVxUy    VUVUy     

 

   qUpUVVU    0pUU     

 

                                xUU     xqVU     

 

  Cx,VV       Cx,VxUy     

 

Пример 2. Решить уравнение 

  xcosxy-yx 2 . 

Решение. Это уравнение – линейное, 1-го порядка, т.к. оно приво-

дится к виду 

  xcosxy
x

1
-y   

(у и у
/
 содержатся в 1-х степенях, не перемножаясь друг с другом). 

Ищем решение этого уравнения. Положим UVy  , тогда  

  VUVUy  . 

Подставим у  и  у
/
 в преобразованное уравнение и сгруппируем его 

члены: 

 xcosxUV
х

1
VUVU  , xcosx

x

V
VUVU 








             (3) 

Выберем функцию V так, чтобы выражение, стоящее в скобках, об-

ратилось в 0: V
x

1
V  . 

Получили уравнение с разделяющимися переменными 

  0
x

V

dx

dV
 ,  0

x

dx

V

dV
 , 

    C
V

dV

x

dx
, CVlnClnVlnxln  ,  CVx  . 

Для простоты положим  С=1. Тогда V=x. Подставим V=x  (V
/
=1) в 

уравнение (3) и последовательно находим  

  xcosxxU  ,     xcosU  ,      xcos
dx

dU
 ,        

     CxdxcosdU ,      CxsinU  . 

Тогда решение дифференциального уравнения будет 

   xCxsinVUy  . 
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Замечание 2. Некоторые уравнения становятся линейными, если 

поменять искомую функцию и независимое переменное. Например, 

уравнение  yy2xy 3   запишем в виде  

 

  2yx
y

2

dy

dx
 ,      0y  . 

Следовательно, это уравнение линейное относительно функции 

 yxx  . 

 

Задание №1 для контрольной работы . 
 

Найти общее решение дифференциального уравнения 

1-го порядка. 

 

1а. 22 yxyxy   

 
1б. xsin

x

y
y   

2а. yyx24yx 22   2б. 1x
x

y
-y   

3а.    yxyxy   3б. 0
x

xln2

x

y
y   

4а.   0dyxyxydx2 22   4б. xcosxsinxcosyy   

5а. 
yx

y
-y


  5б. 1x

x

y
y   

6а. 
yx

yx4
y




  6б. 

3x

12

x

y
y   

7а. 
2

y
x

2

x

eyxy
y


  7б. 

xcos

x2
ytgxy   

8а. 
x

y
tg

x

y
y   8б. 

xcos

1
ytgxy   

9а. 
y2x5

y5x8
y




  9б. x2ex3xy2y   

10а. 0dx
x

y
cosxdx

x

y
cosyx 

























  10б.    21xey1x2y   

11а. 8
x

y
8

x

y
y2

2

2

  11б. 3xxyy   

12а. 10
x

y
10

x

y
y3

2

2

  12б. 3x4xy4y   

13а. yyx32yx 22   13б. 3x2xy4y   

14а. 
22

23

x7y2

yx143y
yx




  14б. 1y

x

x21
y

2
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15а. 2
x

y
4

x

y
y

2

2

  15б. xcosytgxy 2  

16а. 
yx

yx
y




  16б. xsinx2yctgxy   

17а. 
22

23

x3y2

yx6y3
yx




  17б. x2sinxcosyy   

18а. 3
x

y
6

x

y
y2

2

2

  18б. 
2x

2

x

y
-y   

19а. 
xy2x

yxyx
y

2

22




  19б.  31x

1x

y2
y 


  

20а. yyx3yx 22   20б. xsinxexy2y
2x  

21а. yy2x4yx 22   21б. xe
x

1x

x

y
y


  

22а. 4
x

y
8

x

y
y3

2

2

  22б. x3
x

y
y   

23а. 12
x

y
8

x

y
y

2

2

  23б. 
2x

12

x

y
-y   

24а. yy3x2yx 22   24б. 
2yx

y
y


  

 

II. Дифференциальные уравнения  2-го порядка, допускающие 

понижение порядка. 

 

 Рассмотрим два типа дифференциальных уравнений 2-го по-

рядка, допускающие понижение порядка. 

 

 

1) Дифференциальное уравнение вида   0y,yx,F   (не содержа-

щее искомой функции у). 

 

Порядок такого уравнения можно понизить, взяв за новую неиз-

вестную функцию y , т.е. положить   yxz  , следовательно yz  . 

Получим дифференциальное уравнение I-го порядка    .0zz,x,F   

 Схема решений: 

 
 

 Получающееся при этом уравнение I-го порядка решаем од-

ним из методов, рассмотренных ранее. 

 

  .0zz,x,F   yz   yz     0zz,x,F   
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Пример 1. Найти частное решение дифференциального уравнения 

  yx21xy 2   , 

удовлетворяющего начальным условиям   3y,1y
0x0x



. 

Решение. Произведем понижение порядка дифференциального 

уравнения. Положим  xzy  , тогда   xzy  . Подставив эти зна-

чения  у
/ 
 и  у

//  
в данное уравнение, получим уравнение: 

    xz21xz 2  , 

которое является уравнением с разделяющимися переменными. 

Разделим переменные: 

   0z,dx
1x

x2

z

dz
2




 . 

Производим интегрирование    1

2 Cln1xlnzln  . Отсюда 

 1xCz 2

1  . Но yz  , поэтому: 

   1xCy 2

1  .              (2) 

Используем начальные условия и найдем постоянную интегриро-

вания С1: т.к. 3y    при 0x  , то получаем  10C3 1  , т.е. С1=3. 

Тогда: 

    2

3

2

3

2

2 Cx3xCx3
3

x3
Cdx1x3y   .          (3) 

 

Условие  у=1  при х=0  подставим в (3): 1=С2. Таким образом, из 

начальных условий вытекает, что С1=3,  С2=1  и искомое частное 

решение имеет вид: 

  1x3xy 3  . 

Замечание. Дифференциальное уравнение вида 

         0y...,,y,y,xF n1kk   

приводится к дифференциальному уравнению   kn  -го порядка с 

помощью замены    xzy k  . Например, пусть дано уравнение 

0yyxy 2  . Положив zy  , понизим порядок на 2. Получим  

0zzxz 2   - уравнение с разделяющимися переменными (урав-

нение I-го порядка). 

 

2) Если в уравнение не входит независимое переменное  х, т.е. 

уравнение имеет вид: 

    0y,yy,F  , 

то порядок можно понизить, взяв за новую независимую перемен-

ную  у, а за неизвестную функцию   yyz  . Тогда: 

    zzyz
dx

dy

dy

dz
yzy xyx

 . 
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Схема решения: 

 
 

При этом получается уравнение I-го порядка относительно неиз-

вестной функции  yz  и независимой переменной  у. 

 

Пример 2. Найти общее решение дифференциального уравнения  
2yyy2   . 

Решение. В уравнение  не входит  х.  Полагаем  yzy  . Тогда 

  
 

z
dy

dz

dx

dy

dy

dz

dx

dz

dx

yd
y 


 . 

После подстановки  у
/
  и  у

//
  в исходное уравнение оно принимает 

вид  

  2zzzy2    или  zzy2  . 

Это уравнение с разделяющимися переменными. Решаем его: 

  zzy2  ,   z
dy

dz
y2  ,    

y

dy

z

dz
2  ,      1Cln

2

1

y

dy

2

1

z

dz
, 

  1Cln
2

1
yln

2

1
zln  ,   yCz 1 . 

Следовательно, yCy 1 . Тогда 

  yC
dx

dy
1 ,   dx

yC

dy

1

 ,      2

1

Cdx
yC

dy
, 

  xCy
C

2
2

1

 ,   
2

C
)xC(y

1

2  ,    221 xCCy  . 

(При решении уравнения делили на 0z  . Если 0z  , т.е. 0y  , то-

гда Cy   - это одно из решений данного уравнения, не представ-

ляющее интереса). 

 

Задание №2 для контрольной работы. 
 

Даны дифференциальные уравнения 2-го порядка, допускаю-

щие понижение порядка. Найти частное решение, удовлетво-

ряющее указанным начальным условиям. 

 

2.1. yyyyy 22       10y;10y   

2.2.   yx21xy 2       30y;10y   

2.3. 1xlnyx       01y;01y   

z
dy

dz

dx

yd
2

2



 

  0y,yy,F    yz
dx

dy


 

  0y,yy,F   
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2.4.   









3
2x1xy      20y;10y   

2.5. 0xyyx 2       31y;341y   

2.6. xsinctgxyy       22y;12y   

2.7. 4x2y2yx       51y;511y   

2.8. xcostgxyy       00y;10y   

2.9. 3x4yyx       21y;411y   

2.10. xcosxyyx 2      22y;12y   

2.11. 16yyy 43       20y;220y   

2.12. 0yeyy y       10y;00y   

2.13. y2yy       00y;00y   

2.14.  2yyy       30y;10y   

2.15.    2y2y2y       10y;30y   

2.16.    32
yy1y       10y;00y   

2.17.  2yyy2       11y;41y   

2.18. ycosysin2y 3      11y;21y   

2.19.  22 yyy       11y;211y   

2.20. 1y16yy4 43       210y;220y   

2.21. 0ycosysin50y 3       50y;00y   

2.22. 1yyy4 43       2210y;20y   

2.23. ycosysin8y 3      21y;21y   

2.24. 3y72y       62y;12y   

 

 

3) Линейные неоднородные дифференциальные уравнения 2-го 

порядка с постоянными коэффициентами со специальной пра-

вой частью: 

 

   xfqyypy   ,      (p, q – const)                                  (1) 

Общее решение уравнения (1) 

  чooон yyy   ,     

где  ooy  - общее решение линейного однородного дифференциаль-

ного уравнения 

  0qyypy  , 

чy  - некоторые частные решения уравнения (1). 

 

а) Рассмотрим решение ЛОДУ 

  0qyypy                  (2) 
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Схема решения (2): 

 
 

                                                 Rkk 21    xk

2

xk

1oo
21 eCeCy               (3) 

                                                                       

                                                 kkk 21    kx

21oo e)xCC(y                 (4) 

                                                                

                                               ik 2,1   xsinCxcosCey 21

x

oo     (5) 

 

Пример 1. Найти общее решение уравнений: 

  а) 0y3y4y  ; 

  б) 0yy2y  ; 

  в) 0y10y2y  . 

Решение.  

а) составим характеристическое уравнение: 

  03k4k 2  . 

его корни 2121 kk,2k,3k   (1-ый случай). Общее решение ис-

ходного дифференциального уравнения будет согласно (3) 

   x

2

x3

1oo eCeCy  . 

б) Составим и решим характеристическое уравнение 

  01k2k 2  ,     1kk 21       (2-ой случай). 

Общее решение согласно (4) будет 

  )xCC(ee)xCC(y 21

xx

21oo   . 

в) Составим и решим характеристическое уравнение 

  010k2k 2  ,     i31k 2,1       (3-ий случай). 

Общее решение согласно (5) будет 

  )x3sinCx3cosC(ey 21

x

oo  . 

 

б) Решение ЛНДУ. Рассмотрим метод подбора частного решения 

(метод неопределенных коэффициентов). Этот метод применим 

только к линейным уравнениям с постоянными коэффициентами и 

только в том случае, когда его правая часть имеет вид 

        xsinxQxcosxPexf mn

x   .                                     (6) 

В этом случае частное решение ЛНДУ 2-го порядка 
   xfqyypy   

следует искать в виде 

      xsinxQxcosxPexy kk

xr

ч   .                                    (7) 

0qyypy   0qpkk2   
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Здесь r равно числу совпадений контрольного числа  iz  с 

корнями характеристического уравнения ( - показатель экспонен-

ты,  - коэффициент при  х  в тригонометрических функциях xsin  

и  xcos ).  xPk  и   xQk  - полные многочлены от  х  с неопределен-

ными коэффициентами, причем  k  равно наибольшему из чисел  m  

и  n  в (6), при этом если в  xf  входит может быть одна из функций 

xsin  и  xcos , то в  (7) надо всегда вводить обе функции  xsin  и  

xcos . 

 Частными случаями функции  xf  рассматриваемой структу-

ры являются следующие функции: 

1.   xAexf  ,   А- постоянная,    iz ; 

2.   xsinBxcosAxf  ,   А, В - постоянные,   iiz  ; 

3.    xPxf n    (многочлен степени n),   0iz  ; 

4.     x

n exPxf  ,    iz ; 

5.       xsinxQxcosxPxf mn  ,    iiz  ; 

6.       xsinxQxcosxPexf mn

x




,    iz . 

Если правая часть исходного уравнения равна сумме не-

скольких различных функций рассматриваемой структуры (6), то 

для отыскания частного решения надо найти частные решения, со-

ответствующие отдельным слагаемым правой части, и взять их 

сумму, которая и является частным решением исходного уравне-

ния. Например, 

    xfxfqyypy 21  , 

тогда 2ч1чч yyy  , где чiy  - частные решения уравнений 

  ifqyypy      2,1i  . 

 

Пример 2. Решить уравнение 

  x2exyy  . 

Решение.  

а) 0yy   - ЛОДУ. Составим характеристическое уравнение 

0kk 2  . Его корни  

1k,0k 21  . Тогда x

21oo eCCy  . 

б) Составим по правой части  x2exf    контрольное число  iz . 

Показатель экспоненты   равен 1. Функций xcos  и  xsin    xf   не 

содержит. Итак, контрольное число  z  будет равно 1. Следователь-

но, число совпадений 0r   (т.к. совпадений  1z   с корнями харак-

теристического уравнения нет). Тогда частное решение будем ис-

кать в виде 

      x2x

2ч eCBxAxexPy  . 
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Дифференцируем ry : 

 

       BCxA2BAxe)CBxAx(eBAx2ey 2x2xx

ч  . 

Аналогично найдем 

      A2B2CxA4BAxey 22x

ч  . 

Подставляя ччч y,y,y    в исходное уравнение, получим 

     2x2x xeA2B3C2xA6B2Ax2e  . 

Это равенство выполняется при всех значениях х, а значит, коэф-

фициенты при одинаковых степенях х в левой и правой частях ра-

венства совпадают. Приравнивая эти коэффициенты, получаем: 

  .
2

1
A,1A2:x 2   

  .
2

3
B,0A6B2:x1   

  .
4

7
C,0A2B3C2:x 0   

Таким образом, 

  









4

7
x

2

3

2

x
ey

2
x

r . 

 

Пример 3. Составить вид частного решения следующих диффе-

ренциальных уравнений: 

  а)    x22 exxy2y3y  ; 

  б) xsin3xcosxy2yy 2  ; 

  в) xsin3yy  . 

Решение.  

 

а) Так как  02k3k 2  ,  2k,1k 21  ,  то  

  x2

2

x

100 eCeCy  . 

Частное решение следует искать в виде 

      xeCBxAxxexPy x22rx

2ч   , 

т.к. r=1 (есть одно совпадение контрольного числа  2z   с кор-

нем характеристического уравнения). 

 

б) Так как  02kk 2  ,  2k,1k 21  ,  то  

  x

2

x2

100 eCeCy   . 

Контрольное число iiz  .  Частное решение следует искать в 

виде  

         xsinPNxMxxcosCBxAxxxsinxQxcosxPy 22r

22ч   

(т.к.  r=0,  совпадений нет). 
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в) 0kk 2         ik 2,1         xsinCxcosCy 2100  . 

 

Так как  xsin3f  , то 0 ,  1 .  Контрольное число  iz   

равно  z=i ; есть совпадение с корнем  ik1   характеристического 

уравнения, следовательно, частное решение следует искать в виде 

  x)xcosBxsinA(y r  . 

 

Задание №3 для контрольной работы. 

 

 Найти:  

а) частное решение линейного неоднородного уравнения 2-го 

порядка; 

б) общее решение линейного неоднородного дифференциально-

го уравнения. 
 

3.1. а) 2y16y8y2yy 2   

       б) x4e5y8y2yy   

    50y;00y   

 

3.2. а) x2exyy   

       б) 1xyy   

    00y;20y   

 

3.3. а) xcosyy   

       б) xe3yy   

    10y;10y   

 

3.4. а) xsin3yy   

       б) 1xyy 2   

    00y;10y   

 

3.5. а) xcosx3y4y   

       б) x2sin3y4y   

    20y;10y   

 

3.6. а) x2e10y2yy   

       б) xx3y2yy 2   

    50y;20y   

 

3.7. а) 1x2y2y   

       б) 2x2y2y   

    10y;10y   

 

3.8. а) x2sinx4y4y   

       б) x2e3y4y   

    00y;450y   

 

3.9. а) 2xyy   

       б) xsin3yy   

    10y;00y   

 

3.10. а) x3e3y3y   

         б) xcos5y3y   

    40y;20y   

 

3.11. а) xsiney5y4y x2  

         б) 1xy5y4y   

    20y;10y   

 

3.12. а) xsin3xcosxy2yy   
    3,10y;6,00y   
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         б) xe5y2yy   

3.13. а) xe)1x3(yy   

         б) 4xyy 2   

    230y;00y   

 

3.14. а) x2sin6y4y   

         б) 1xy4y 3   

    230y;00y   

 

3.15. а) 3x10y5y   

         б) xe3y5y   

    40y;10y   

 

3.16. а) 1x2e4y2yy x2   

         б) 1xxyy 2   

    50y;30y   

 

3.17. а) xe)x1(xyyy   

         б) 4x3yy 2   

    10y;00y   

 

3.18. а) x2sin8y4y   

         б) x2e5y4y   

    20y;10y   

 

3.19. а) xe3y4y4y   

         б) xcos3xsin5y4y   

    00y;00y   

 

3.20. а) xcos10y5y2y   

         б) x3xey3y   

    30y;20y   

 

3.21. а) xey2y   

         б) 1x8xy2y 2   

    250y;00y   

 

3.22. а) x2e5y6y5y   

         б) xcos5y6y5y   

    40y;00y   

 

3.23. а) xxey2y3y   

         б) xsinxcos3y2y3y   

    10y;00y   

 

3.24. а) x2siny4y   

         б) x3e)3x(y3y   

    00y;00y   

 

 

III. Система линейных дифференциальных уравнений 1-го по-

рядка с постоянными коэффициентами. 
 Рассмотрим метод исключения. Дана система линейных 

дифференциальных уравнений: 

  














yaxa
dt

dy

yaxa
dt

dx

2221

1211

   .                                           (1) 

Исключим  у  из данных уравнений. Дифференцируем по t  первое 

уравнение системы (1), при этом получим  yaxax 1211
 . Подста-

вив в это равенство  у
/
  из второго уравнения системы, будем иметь 

   yaxaaxax 22211211   .              (2) 

Переписав первое уравнение системы в виде 
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   xax
a

1
y 11

12

               (3) 

и подставив это выражение в (2), получим уравнение 

      0xaaaaxaax 211222112211  , 

которое является ЛОДУ второго порядка с постоянными коэффи-

циентами. Решая его, найдем функцию   21 C,C,tx  . Вторую 

функцию  у  системы (1) можно определить по формуле (3). 

Схема решения:  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Пример 1. Найти общее решение системы (методом исключения) 

  














x4y3
dt

dx

xy2
dt

dy

  . 

Решение. Дифференцируя первое уравнение системы, будем иметь 
  xy2y   

Подставив сюда  х
/
  из второго уравнения системы, получим  

  x4y3y2y  . 

Подставим  х  из первого уравнения, тогда 

  )y2y(4y3y2y  . 

Приведем в последнем равенстве подобные члены: 

  0y5y6y  . 

Получим ЛОДУ второго порядка. Его характеристическое уравне-

ние  0y5k6k 2   имеет два различных вещественных корня: 

1k,5k 21  . Следовательно, решением этого дифференциального 

уравнения будет: 

  t

2

t5

1 eCeCy  ,   тогда  t

2

t5

1 eCeC5y  . 

Находим вторую функцию. Из первого уравнения имеем: 

    t

2

t5

1

t

2

t5

1

t

2

t5

1 eCeC3eCeC2eCeC5y2yx  . 

Ответ:  










t

2

t5

1

t

2

t5

1

eCeCy

eCeC3x
  . 

yaxa
dt

dy

yaxa
dt

dx

2221

1211





 

 

    0xaaaaxaax 211222112211 

 

 21 C,C,tx    21 C,C,ty   
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Пример. Решить систему 

  














1x
dt

dy

1y
dt

dx

   . 

Решение. Из первого уравнения системы находим 

  1
dt

dx
y  .   Тогда   

2

2

dt

xd

dt

dy
 .             (*) 

Подставим это выражение во второе уравнение системы: 

  1x
dt

xd 2

 .                (**) 

Получили линейное дифференциальное уравнение второго порядка 

с постоянными коэффициентами. Его общее решение: ч00 xxx  ,  

причем  1x ч  ,  что легко проверяется подстановкой  1x    в  (**).  

Найдем корни характеристического уравнения: 1k,01k 2  .  

Следовательно,  t

2

t

100 eCeCx  .  Таким образом: 

  1eCeCx t

2

t

1   . 

Дифференцируя это равенство и подставляя производную  tx  в (**), 

получим 

  1eCeCy t

2

t

1   . 

Общее решение системы: 

  














1eCeCy

1eCeCx

t

2

t

1

t

2

t

1  . 

 

Задание №4 для контрольной работы . 
 

 Дана система линейных дифференциальных уравнений I-го 

порядка с постоянными коэффициентами. Требуется найти ее 

общее решение методом исключения. 

 

4.1. 














y2x
dt

dy

y3x4
dt

dx

 4.2. 














y8x2
dt

dy

y5x3
dt

dx

 

4.3. 














y4x3
dt

dy

yx2
dt

dx

 4.4. 














y3x
dt

dy

y4x
dt

dx
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4.5. 














xy4
dt

dy

yx2
dt

dx

 4.6. 














y4x3
dt

dy

y3x4
dt

dx

 

4.7. 














y2x
dt

dy

yx2
dt

dx

 4.8. 














y2x3
dt

dy

yx6
dt

dx

 

4.9. 














y8x
dt

dy

y9x2
dt

dx

 4.10. 














y2x
dt

dy

yx2
dt

dx

 

4.11. 














y3x
dt

dy

y2x
dt

dx

 4.12. 














yx2
dt

dy

y2x
dt

dx

 

4.13. 














y2x
dt

dy

yx2
dt

dx

 4.14. 














yx2
dt

dy

y2x3
dt

dx

 

4.15. 














yx2
dt

dy

y2x
dt

dx

 4.16. 














y3x
dt

dy

y2x
dt

dx

 

4.17. 














y5x
dt

dy

y3x
dt

dx

 4.18. 














y3x
dt

dy

yx
dt

dx

 

4.19. 














y2x
dt

dy

yx4
dt

dx

 4.20. 














x2y5
dt

dy

yx7
dt

dx

 

4.21. 














yx2
dt

dy

y4x
dt

dx

 4.22. 














yx3
dt

dy

yx
dt

dx

 

4.23. 














y6x
dt

dy

y3x2
dt

dx

 4.24. 














y2x
dt

dy

y3x2
dt

dx
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IV. Составить дифференциальное уравнение и найти решение.  
 

 Для составления ДУ необходимо вспомнить, в чем состоит 

геометрический и физический смысл производной. 

В физических задачах надо прежде всего решить, какую из величин 

взять за независимую переменную, а какую – за искомую функцию. 

Затем надо выразить, на сколько изменится искомая функция  у, 

когда независимое переменное  х получит приращение x , т.е. вы-

разить разность    xyxxy   через величины, о которых говорится 

в задаче. Разделив эту разность на x  и перейдя к пределу при 

0x  , получим ДУ, из которого можно найти искомую функцию. 

Иногда ДУ можно составить более простым путем, воспользовав-

шись физическим смыслом производной (если независимое пере-

менное время t, то 
dt

dy
 - скорость изменения величины у). 

 Чтобы решить геометрическую задачу, надо построить чер-

теж, обозначить искомую кривую через  у. Тогда  у
/
 - угловой ко-

эффициент касательной, проведенной к искомой кривой. далее на-

до выразить все упомянутые величины через  х,  у,  у
/
. Тогда данное 

в условии задачи соотношение превращается в ДУ, из которого 

можно найти искомую функцию  у(х). 

 В некоторых задачах содержатся условия, с помощью кото-

рых можно определить значения постоянных, входящих в общее 

решение ДУ. 

 

Примеры   

 

Задача 1. За какое время тело, нагретое до 100
о
, охладится до 25

о
 в 

комнате с температурой 20
о
, если до 60

о
 оно охладилось за 20 мин. 

(По закону Ньютона скорость охлаждения тела в воздухе пропор-

циональна разности температуры воздуха). 

Решение. Пусть в момент времени t после начала охлаждения тела 

его температура будет Т
о
, тогда, с одной  стороны, скорость изме-

нения температуры тела выразится формулой 
dt

dT
. С другой сторо-

ны, по закону Ньютона скорость охлаждения тела пропорциональ-

на разности температур тела и воздуха в комнате. т.е. она равна  

 20Tk  , здесь k - коэффициент пропорциональности, зависящий от 

массы, теплопроводности, формы тела. 

 Сравнивая оба полученных выражения для скорости измене-

ния температуры, получим: 
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   20Tk
dt

dT
  

(знак минус, т.к. как температура тела уменьшается). Получили ДУ 

первого порядка с разделяющимися переменными. Решая его, по-

лучим общее решение: 

    Ckt20Tln,kdt
20T

dT



.    (*) 

Произвольную постоянную С и коэффициент k можно найти из на-

чальных условий. Подставляя в  (*)   t=0 мин., Т=100
о
, получим  

80CCln80ln  . 

 При t=20 мин., Т=60
о
, следовательно: 

  80ln20k40ln   

  
20

2ln
k,2lnk2040ln80ln20k  . 

 Таким образом, частное решение ДУ, удовлетворяющее всем 

условиям задачи, будет    80ln
20

2ln
t20Tln 








   или  

  80ln
2

1
ln20Tln

20

t









 ,  

20

t

2

1
8020T 








 . 

 Теперь выясним, через сколько времени температура тела 

станет раной 25
о
. Подставляя вместо Т число 25, находим t: 

 

 80t;2ln4116ln5ln80ln2ln
20

t
;80ln2ln

20

t
5ln 

















 . 

Следовательно, тело остынет до температуры 25
о
 через 80 мин. 

 

Задача 2. Найти: 1) семейство кривых, для которых угловой коэф-

фициент касательной равен ординате точки касания;  2) кривую 

этого семейства, проходящую через точку  

Р(2, 5). 

Решение. ДУ искомого семейства  у
/
=у  или  dx

y

dy
 . Проинтегри-

ровав обе части равенства, получим Clnxyln    или  xCey  .  Оп-

ределим значение С, соответствующее начальным значениям: 

  5y
2x



;   2Ce5  ;   2e5C  . 

 Следовательно, 2xx2 e5ee5y    - искомая кривая (проходя-

щая через точку Р). 

 

Пример 3. Найти кривые, проходящие через точку N(0, 1), для ко-

торых площадь треугольника, образованного касательной, ордина-
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той точки касания и осью абсцисс, есть величина постоянная, рав-

ная  2a . 

Решение. Пусть точка  М  с координатами (х, у) принадлежит ис-

комой кривой (рис. 1). Тогда МА – отрезок касательной к кривой , 

причем  yMB;ytg  . 

                                                                          

                                                                       

 

                                                                       

                                  

    У                                             

                                    М(х, у) 

 

 

 

                     

                         
     0   А                      В           х 

  

                           Рис. 1. 

 

 Это дифференциальное уравнение с разделяющимися пере-

менными. Решая его, получим: 

    2a2yxC  . 

Учитывая, что кривые проходят через точку N(0, 1), найдем вели-

чину С: 

    2a210C  ,   2a2C  . 

Следовательно, уравнения искомых кривых имеет вид 

    22 a2yxa2  . 

 

 

Задание №5 для контрольной работы. 
 

5.1. Найти кривую, проходящую через точку (4, 4), для которой уг-

ловой коэффициент касательной в любой точке кривой равен квад-

рату ординаты точки касания. 

 

5.2. Найти уравнение кривой, для которой отрезок касательной ме-

жду точкой касания и осью ОХ делится пополам в точке пересече-

ния с осью ОY. Известно, что искомая кривая проходит через точку 

Р(1, 2). 

Из треугольника АМВ имеем 

 
y

y

tg

MB
AB





 . 

По условию  

2
2

AMB a
y2

y
MBAM

2

1
S 


 . 

Отсюда 

2

2

a2

y
y  . 
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5.3. Найти линию, проходящую через точку Мо(6, 4) и обладающую 

тем свойством, что в любой ее  точке М нормальный вектор MN с  

концом на оси ОY имеет длину, равную а=10, и образует острый 

угол с положительным направлением оси ОY. 

 

5.4. Найти линию, проходящую через точку Мо(1, 1), если отрезок 

любой ее нормали, заключенный между осями координат, делится 

точкой линии в соотношении 1:2 (считая от оси OY). 

 

5.5. Найти линию, проходящую через точку Мо(2, -1), если отрезок 

любой ее касательной между точкой касания и осью ОY делится в 

точке пересечения с осью абсцисс в соотношении 1:1. 

 

5.6. Найти линию, проходящую через точку Мо(1, 2), если отрезок 

любой ее касательной, заключенной между осями координат, де-

лится в точке касания в соотношении 1:1. 

 

5.7. Найти линию, проходящую через точку Мо(2, е) и обладающую 

тем свойством, что в любой ее точке М касательный вектор MN с  

концом на оси ОХ имеет проекцию на ось ОХ обратно пропорцио-

нальную абсциссе точки М. Коэффициент пропорциональности k 

равен  -2. 

 

5.8. Найти кривую, проходящую через точку Мо(4, 3), у которой 

подкасательная есть среднее арифметическое координат точек ка-

сания М (подкасательная ТР, где точка Р – проекция точки М на 

ось ОХ, точка Т – точка пересечения касательной с осью ОХ). 

 

5.9. Найти линию, проходящую через точку Мо(1, 1) и обладающую 

тем свойством, что в любой ее точке М касательный вектор MN с  

концом на оси ОY имеет проекцию на ось ОY, равную 1. 

 

5.10. Найти кривую, для которой сумма длин отрезка касательной к 

подкасательной пропорциональна произведению координат точки 

касания М. Кривая проходит через точку Мо(1, 1), коэффициент 

пропорциональности 2k   (подкасательная ТР, где точка Р – про-

екция точки М на ось ОХ, точка Т – точка пересечения касательной 

с осью абсцисс). 

 

5.11. Пользуясь прямоугольными координатами, найти форму зер-

кала, собирающего все параллельные лучи в одну точку. Взять па-

дающие лучи параллельными оси ОХ. 
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5.12. Составит уравнение кривой, проходящей через точку Мо(а, а) 

и обладающей следующим свойством: если в любой точке М(х, у) 

кривой с ординатой РМ провести касательную до пересечения с 

осью ОY в точке Т, то площадь трапеции ОТМР равна 2a . 

 

5.13. Площадь треугольника, образованного радиус-вектором ОМ 

любой точки М(х, у) кривой, касательной МР к этой точке и осью 

ОХ, равна 2. Кривая проходит через точку Мо(2, -2). Найти уравне-

ние этой кривой. 

 

5.14. Составить уравнение кривой, проходящей через начало коор-

динат, зная, что середина отрезка ее нормали от любой точки кри-

вой М до оси ОХ находится на параболе axy2  . 

 

5.15. Определить кривую, проходящую через точку Мо(1, 1), у ко-

торой отрезок касательной от точки касания М до пересечения с 

осью ОХ равен отрезку ОТ, где точка Т – точка пересечения каса-

тельной с осью ОХ. 

 

5.16. Найти уравнение кривой, проходящей через точку Мо(1, 1) и 

обладающей тем свойством, что отрезок, отсекаемый касательной 

на оси ординат равен квадрату  абсциссы точки касания. 

 

5.17. Найти кривую, проходящую через точку Мо(3, 0), у которой 

отрезок, отсекаемый касательной на оси ординат, равен полусумме 

координат точки касания. 

 

5.18. Найти кривую, проходящую через точку Мо(1, 1) и обладаю-

щую тем свойством, что величина перпендикуляра, опущенного из 

начала координат на касательную, равна абсциссе точки касания. 

 

5.19. Найти кривую, проходящую через точку Мо(1, 1) и обладаю-

щую тем свойством, что отрезок, который касательная в любой 

точке кривой отсекает на оси ОY равна квадрату абсциссы точки 

касания. 

 

5.20. Определить кривую, проходящую через точку Мо(0, 1), у ко-

торой отношение отрезка, отсекаемого касательной на оси ОY, к 

радиус-вектору равна 1. 

 

5.21. Найти кривую, у которой подкасательная имеет постоянную 

длину а. Кривая проходит через точку Мо(а, е) (подкасательная ТР, 
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где точка Р – проекция точки М на ось ОХ, точка Т – точка пересе-

чения касательной с осью абсцисс). 

 

5.22. Найти кривую, проходящую через точку Мо(2, 1), для которой 

подкасательная равна среднему арифметическому координат точки 

касания. 

 

5.23. Найти уравнение кривой, проходящей через точку Мо(3, 5) и 

обладающую тем свойством, что в любой точке М нормальный 

вектор MNс концом на оси ОY имеет длину, равную 5, и образует 

острый угол с положительным направлением оси ОY. 

 

5.24. Найти кривую, проходящую через точку Мо(1, 4) и обладаю-

щую тем свойством, что в любой ее точке М касательный вектор 

MNс концом на оси ОY имеет проекцию на ось ОY, равную  2. 
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Раздел 6 

 

КРАТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

 

1. Двойной интеграл 

 

1.1. Задача об объеме цилиндрического тела. 

1.2. Двойной интеграл и его основные свойства. 

1.3. Вычисление двойных интегралов в декартовых координатах. 

1.4. Замена переменных в двойном интеграле. Переход от декар-

товых координат к полярным. 

1.5. Приложение двойного интеграла для решения задач геомет-

рии и физики. 

 

Литература  1 , гл. ХIV, §1, 2,  упр. 1, 4-6; §3, упр. 8-10, 15, 17; 

§4, упр. 24, 25, 32; §5, 6, упр. 18-20, 28; §7, упр. 43, 46, 48; §9, 

упр.59, 60; §10, упр. 53, 54. 

 

Вопросы для самопроверки 
  

1. Что называется двойным интегралом от функции f(x; y) по 

области D? Укажите его геометрический смысл. 

2. Сформулируйте теоремы о двойном интеграле от суммы и 

вынесении постоянного множителя за знак двойного инте-

грала. Докажите, что 

    

1 2D DD

ds)y;x(fds)y;x(fds)y;x(f  , где 21 DDD  . 

3. Что называется двукратным интегралом от функции f(x; y) по 

области D? Как он вычисляется? 

4. Докажите теорему о среднем для двойного интеграла, укажи-

те ее геометрический смысл. 

5. Выведите формулу для вычисления двойного интеграла с 

помощью двукратного. Дайте геометрическое толкование 

формулы в случае неотрицательной подынтегральной функ-

ции. 

6. Обоснуйте формулы, служащие для вычисления объема ци-

линдрического тела и площади плоской фигуры с помощью 

двойных интегралов. 

7. Выведите формулу для вычисления двойного интеграла в по-

лярных координатах. 

8. Каков геометрический смысл интеграла 
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    dxdydy)/dz(dx)/dz(1 22 , 

где z=z(x; y) – функция, обладающая непрерывными частны-

ми производными в области D? 

9. Каков механический смысл интеграла 

     dxdyyxy;x 22  , 

где   0y;x   - непрерывная функция в области D? 

10. Выведите формулу для вычисления координат центра тяже-

сти плоской фигуры D, поверхностная плотность которой 

 y;x . 

 

2. Тройной интеграл 
 

2.1. Тройной интеграл и его основные свойства. 

2.2. Вычисление тройных интегралов в декартовых координатах. 

2.3. Замена переменных в тройном интеграле. Использование ци-

линдрических и сферических координат. 

2.4. Геометрические и механические приложения тройных интегра-

лов. 

 

Литература  1 , гл. ХIV, §11, 12,  упр. 65, 66; §13, упр. 67; §14, упр. 

68, 69. 

 

Вопросы для самопроверки 

 

1. Что называется тройным интегралом от функции f(x, y, z) про-

странственной области V? Укажите его механический смысл. 

2. Что называется трехкратным интегралом от функции f(x, y, z) по 

области V? Как он вычисляется? 

3. Сформулируйте теорему о среднем для тройного интеграла. 

4. Выведите формулу для вычисления тройного интеграла с помо-

щью трехкратного. Напишите формулу для вычисления тройно-

го интеграла в цилиндрических координатах. 

5. Обоснуйте формулу, служащую для вычисления объема тела с 

помощью тройного интеграла. 

6. Каков механический смысл интеграла 

     
V

22 dvyxz,y,x , 

где   0z,y,x   - непрерывная функция в области V? Напишите 
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формулы для вычисления координат центра тяжести тела V, 

объемная плотность которого  z,y,x . 

 

Задания для контрольной работы. 
 

1. Изменить порядок интегрирования 

 

1.1. 








0

y

0

1

0

y2

1

2

fdxdyfdxdy   1.2. 




0

y2

2

1

0

y

1

0 2

fdxdyfdxdy  

1.3. 




2y2

0

2

1

y

0

1

0

fdxdyfdxdy   1.4. 




y2

0

2

1

y

0

1

0

fdxdyfdxdy  

1.5. 








0

x

0

1

0

y2

1

2

fdydxfdydx
2

  1.6.  

yarccos

0

1

21

yarcsin

0

21

0

fdxdyfdxdy  

1.7. 










y

0

0

1

y2

0

1
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fdxdyfdxdy   1.8. 






yln

1

e

1

0

y

1

0

fdxdyfdxdy  

1.9. 








22 x

0

0

1

x2

0

1

2
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0

2x4

0

3

0

x4

3
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1.11.  


1

xln

e

1

1

x1

1

0

fdydxfdydx
2

  1.12. 




y2

0

2

1

y

0

1

0

fdxdyfdxdy

3

 

1.13. 








ycos

0

2

4

ysin

0

4

0

fdxdyfdxdy   1.14. 
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1.15.  

1
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1.17. 
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1.19. 
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1.21.  

1

yln

e

1

y

0

1

0

fdxdyfdxdy   1.22. 




22 x2

0

2

1

x

0

1

0

fdydxfdydy  

1.23. 
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2. Вычислить 

 

 2.1. 
 

xy,xy,1x:D

dxdyyx16yx12

2

D

3322




  2.2. 

 

2

D

3322

xy,xy,1x:D

dxdyyx48yx9




 

 

2.3. 
 

33

D

3322

xy,xy,1x:D

dxdyyx96yx36




  2.4. 

 

33

D

3322

xy,xy,1x:D

dxdyyx32yx18




 

 

2.5. 
 

32

D

3322

xy,xy,1x:D

dxdyyx48yx27




  2.6. 

 

33

D

3322

xy,xy,1x:D

dxdyyx32yx18




 

 

2.7. 
 

xy,xy,1x:D

dxdyyx32yx18

3

D

3322




  2.8. 

 

3

D

3322

xy,xy,1x:D

dxdyyx48yx27




 

 

2.9. 
 

xy,xy,1x:D

dxdyyx3xy4

2

D

22




  2.10. 

 

2

D

22

xy,xy,1x:D

dxdyyx9xy12




 

 

2.11. 
 

33

D

22

xy,xy,1x:D

dxdyyx9xy8




  2.12. 

 

32

D

22

xy,xy,1x:D

dxdyyx18xy24




 

 

2.13. 
 

32

D

22

xy,xy,1x:D

dxdyyx27xy12




  2.14. 

 

23

D

22

xy,xy,1x:D

dxdyyx18xy8




 

 

2.15. 

xy,xy,1x:D

dxdyyx
11

9
xy

5

4

3

D

22













  2.16. 
3

D

22

xy,xy,1x:D

dxdyyx9xy
5

4













 

 

2.17. 
 

xy,xy,1x:D

dxdyyx48xy24

2

D
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  2.18. 

 

2

D

22

xy,xy,1x:D

dxdyyx24xy6




 

 

2.19. 
 

33

D

22

xy,xy,1x:D

dxdyyx16xy4




  2.20. 
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D

22

xy,xy,1x:D

dxdyyx16xy4
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2.21. 
 

32

D

33

xy,xy,1x:D

dxdyyx16xy44




  2.22. 
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D
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dxdyyx176xy4




 

 

2.23. 
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3

D
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  2.24. 

 

3

D

33

xy,xy,1x:D

dxdyyx176xy4




 

 

 

3. Найти площадь фигуры, ограниченной данными линиями 

 

3.1. 
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3

x
y

0xy4y
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3
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3.3. 

x3y,
3

x
y

0xy8y

0xy6y

22

22







    3.4. 

xy,0y

0yx4x

0yx2x

22

22
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3.7. 
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     3.8. 

x3y,0y

0yx10x

0yy2x

22

22
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3.11. 
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x
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4. Вычислить 

 

4.1. 
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V

dxdydzey2
V
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4.13. 
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0z,0y,0x

2

1
z,

2

1
y,2x

V

dxdydzxyz2shzx2
V

2

 

 

 

4.19. 

 












8z,0z

0y,xy,1x
V

dxdydzxy2shx
V

2

   4.20. 












0z,0y,0x

z,4y,1x
V

dxdydz
2

xyz
sinzx

V

2

 

 

 

4.21. 

 












2z,0z

xy,1y,0x
V

dxdydzxychy
V

2

   4.22. 

 












0z,0y,0x

1z,1y,1x
V

dxdydzxyzshzy
V

2

 

 

 

4.23. 

















 


z,0z

0y,xy,2x
V

dxdydzxy
2

sinx
V

2

   4.24. 












0z,0y,0x

2z,1y,9x
V

dxdydz
9

xyz
coszy

V

2
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5. Найти объем тела, заданного ограничивающими его поверхно-

стями 

 

5.1. 
0z,x

4

5
z

y2yx

2

22





   5.2. 
0z,yxz

y4yx,yyx

22

2222




 

 

 

5.3. 

 0z0z

64yxz

x28yx

22

22







    5.4. 
0z,y8z

0x4yx

2

22




 

 

 

5.5. 

 0y0y

0zyxz

x9yx,x6yx

22

2222







  5.6. 

 0z0z

36yxz

y26yx

22

22







 

 

 

5.7. 
0z,x

4

9
z

y2yx

2

22





   5.8. 
0z,yxz

y5yx,y2yx

22

2222




 

 

 

5.9. 

 0z0z

4yxz

0y22yx

22

22







   5.10. 
0z,y10z

x4yx

2

22




 

 

 

5.11. 

 0y0y

0zyxz

x10yx,x7yx

22

2222







  5.12. 

 0z0z

64yxz

y28yx

22

22







 

 

 

5.13. 
0z,x

4

13
z

y2yx

2

22





   5.14. 
0z,yxz

y6yx,y3yx

22

2222
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5.15. 

 0z0z

36yxz

x26yx

22

22







   5.16. 

 0z0z

4yxz

y22yx

22

22







 

 

5.17. 
0z,y12z

x4yx

2

22




   5.18. 

0z,yxz

y11yx,x8yx

22

2222




 

 

5.19. 

 0z0z

16yxz

x24yx

22

22







   5.20. 
0z,x4z

y4yx

2

22




 

 

5.21. 
0zyxz

y7yx,y4yx

22

2222




  5.22. 

 0z0z

16yxz

y24yx

22

22







 

 

5.23. 
0z,y

4

17
z

0x2yx

2

22





   5.24. 

 0y0y

0z,yxz

x12yx,x9yx

22

2222







 

 

6. Найти объем тела, заданного ограничивающими его поверхно-

стями 

 

6.1. 
22

22

yx
2

z9

yx9z





   6.2. 
22

22

yx
2

17
z

2/yx915z





 

 

6.3. 

255

yx
z

yx4z

22

22






    6.4. 

)цилиндравнутри(60yx

1z,
2

yx64
z

22

22







 

 

6.5. 
22

22

yxz2

yx
9

16
z




   6.6. 

22

22

yx10z

yx3z




 

 

6.7. 

99

yx
z

yx25z

22

22






   6.8. 
)цилиндравнутри(51yx

6z,yx100z

22

22
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6.9. 
22

2
2

yx
2

23
z

2

y
x21z





    6.10. 
22

22

yxz6

yx16z




 

 

6.11. 

80

yx
z

yx9z

22

22






   6.12.
)цилиндравнутри(45yx

5z,yx81z

22

22




 

 

6.13. 
22

22

yx
2

z3

yx1z





   6.14. 
22

22

yx16z

yx6z




 

 

6.15. 

63

yx
z

yx36z

22

22






    6.16.
)цилиндравнутри(39yx

4z,yx64z

22

22




 

 

6.17. 
22

22

yxz18

yx114z




   6.18. 

22

22

yx
2

5
z

2/yx3z





 

 

6.19. 

35

yx
z

yx9z

22

22






   6.20.
)цилиндравнутри(33yx

3z,yx49z

22

22




 

 

6.21. 
22

22

yxz9

yx36z




   6.22. 

22

22

yx22z

yx9z




 

 

6.23. 

15

yx
z

yx16z

22

22






   6.24.
)цилиндравнутри(27yx

2z,yx36z

22

22
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7. Тело V задано ограничивающими его поверхностями,   - плот-

ность. Найти массу тела. 

 

 

7.1. 

 
 

  4/yx5

0z,0y0z,0y

4yx,zyx64

22

22222







  7.2.    

z4

0x0x,1yx

1yx,4zyx

22

22222







 

 

 

7.3.  
x10

0y,0x0z,0y,0x

z2yx,1yx 2222







 7.4.  
yz80

0y,0x0y,0x

z
7

4
yx,z

49

16
yx 22222







 

 

 

7.5.  
z20

0z,0y,0x0y,0x

z4yx,1zyx 222222







 7.6. 

 
 

 22

22222

yx
6

5

0y,0x0z,0x

1yx,zyx36







 

 

 

7.7.  
z2

4yx

4yx,16zyx

22

22222







  7.8.  
x5

0y,0x0z,0y,0x

z8yx,4yx 2222







 

 

 

7.9.  

xz28

0y,0x0y,0x

5

2
yx,z

25

4
yx 22222







  7.10.  
z6

0z,0y,0x0y,0x

zyx,4zyx 222222







 

 

 

7.11. 

 
 

 22

22222

yx2

0z,0y,0x0z,0y,0x

4yx,zyx25







  7.12.    

z

0y0y,4yx

4yx,9zyx

22

22222
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7.13.  
y90

0y,0x0z,0y,0x

z6yx,1yx 2222







 7.14.  
yz14

0y,0x0y,0x

5

z
yx,

25

z
yx 22

2
22







 

 

 

7.15.  
z10

0z,0y,0x0y,0x

z9yx,4zyx 222222







    7.16.
 

 

  3/yx5

0z,0y,0x0z,0y,0x

4yx,zyx9

22

22222







 

 

 

7.17.  
z6

1yx

1yx,4zyx

22

22222







  7.18.  
y10

0y,0x0z,0y,0x

zyx,1yx 2222







 

 

 

7.19.  
xz10

0y,0x0y,0x

7

z
yx,

49

z
yx 22

2
22







  7.20.  
z10

0z,0y,0x0y,0x

z4yx,4zyx 222222







 

 

 

7.21. 

 
 

 22

22222

yx5

0z,0y,0x0z,0y,0x

1yx,zyx16







  7.22.  
z

4yx

4yx,16zyx

22

22222







 

 

 

7.23.  
y5

0y,0x0z,0y,0x

z4yx,4yx 2222







 7.24.  
yz35

0y,0x0y,0x

zyx,zyx 22222
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Раздел 7 

 

РЯДЫ.  

УРАВНЕНИЯ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ. 

 

I. Числовые ряды. 

1. Числовые ряды. Сходимость и сумма ряда. Необходимое условие 

сходимости. Действия над рядами. 

2. Ряды с положительными членами. Признаки сходимости. 

3. Знакопеременные ряды. Абсолютная и условная сходимости. 

Знакочередующиеся ряды. Признак Лейбница. 

 

2.Функциональные ряды. 

4. Область сходимости. Понятие равномерной сходимости. При-

знак Вейерштрасса. Свойства равномерно сходящихся рядов. 

5. Степенные ряды. Теорема Абеля. Радиус сходимости. Свойства 

степенных рядов. 

6. Разложение функций в степенные ряды. Ряд Тейлора. Примене-

ние степенных рядов к приближенным вычислениям. 

 

3. Ряды Фурье. 
7. Тригонометрическая система функций. Ряд Фурье. Разложение 

функции в ряд Фурье. Формулировка условий разложимости в 

случае равномерной сходимости. 

8. Интеграл Фурье. Преобразование Фурье, его свойства и приме-

нение. 

 

4. Основные уравнения математической физики. 

9. Волновое уравнение. Решение задачи Коши методом Фурье (раз-

деления переменных). 

10. Уравнение теплопроводности. Решение задачи Коши методом 

Фурье. 

 

 

МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ ПО ИЗУЧЕНИЮ КУРСА 

 

I. Ряды. Уравнения математической физики. 

I. Числовые ряды. 

 

     Среди достаточных признаков сходимости рядов с положитель-

ными членами наиболее эффективным является интегральный при-

знак Коши. Поэтому, если другие признаки (1 и 2 признаки сравне-
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ния, признаки Коши и Даламбера) не позволяют решить вопрос о 

сходимости или расходимости числового ряда с положительными 

членами, то следует прибегнуть, если это возможно, к интеграль-

ному признаку Коши. 

Пример: Исследовать на сходимость ряд 
 




2n nlnn

1
   

Решение: Воспользуемся признаком Даламбера. По условию 

 nlnn

1
u n   

   1nln1n

1
u 1n


 , следовательно 

 
 

1
1nln

nln

1n

n
Iim

u

u
Iim

n
n

1n

n










, т.е. 

признак Даламбера не позволяет сделать заключение о сходимости 

или расходимости ряда. Поэтому используем интегральный при-

знак Коши. Члены данного ряда положительны и убывают. В каче-

стве функции  xf  , о которой идет речь в интегральном признаке, 

 

возьмем     xlnx/1xf   при .2x   Эта функция непрерывна и убы-

вает, 

 

причем     .nInn/1xf   Так как несобственный интеграл  

 
  ,2ln2bln2Iimxln2im1

xInx

dx

b

b

22
b






  то данный ряд расхо-

дится. 

 

Вопросы для самопроверки. 

1. Дайте определения сходящегося и расходящегося рядов. Ис-

следуйте сходимость ряда, составленного из членов геомет-

рической прогрессии. 

2. Докажите необходимый признак сходимости ряда. 

3. Докажите, что отбрасывание конечного числа членов ряда не 

изменяет его сходимости (расходимости). Покажите, что 

сумма ряда равна сумме первых его n членов, сложенной с 

суммой остатка ряда. 

4. Докажите признаки сравнения рядов с положительными чле-

нами. Приведите примеры применения этих признаков. 

5. Докажите признак Даламбера сходимости знакоположитель-

ных рядов. Приведите пример применения этого признака. 

6. Докажите признак Коши сходимости рядов с положительны-

ми членами. Приведите примеры применения этого признака. 



 42 

7. Докажите интегральный признак сходимости ряда Коши. 

Приведите пример применения этого признака.  

8. Дайте определение абсолютно сходящегося ряда. Докажите, 

что из абсолютной  сходимости ряда следует его сходимость. 

Сформулируйте свойства абсолютно сходящихся рядов. При-

ведите примеры абсолютно и условно сходящихся рядов. 

9. Докажите признак Лейбница сходимости знакочередующих-

ся рядов. Приведите пример на применения этого признака. 

Покажите, что при замене суммы ряда типа Лейбница сум-

мой первых его членов допускаемая абсолютная погрешность 

не превосходит модуля первого отброшенного члена.   

 

 

2. Функциональные и степенные ряды. Приложение 

степенных рядов к приближенным вычислениям. 

 

 Следует отметить два метода отыскания частного решения 

дифференциального уравнения по заданным начальным условиям в 

виде ряда Тейлора: последовательного дифференцирования и неоп-

ределенных коэффициентов. Сумму конечного числа членов этого 

ряда можно принять за приближенное решение дифференциально-

го уравнения.  

 

Вопросы для самопроверки. 
1. Дайте определение области сходимости функционального 

ряда. Приведите примеры рядов с различными областями 

сходимости. 

2. Дайте определение понятия равномерной сходимости после-

довательности функций. Какой ряд называется равномерно 

сходящимся? 

3. Сформулируйте признак Вейерштрасса абсолютной и равно-

мерной сходимости ряда. 

4. Сформулируйте основные свойства равномерно сходящихся 

рядов. 

5. Докажите теорему Абеля о сходимости степенных рядов. 

6. Выведите формулу для вычисления радиуса сходимости сте-

пенного ряда. 

7. Разложите функцию xsiny   в степенной ряд и докажите с 

помощью остаточного члена  сходимость полученного ряда к 

данной функции. 
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8. Разложите функцию xey    в степенной ряд и докажите с по-

мощью остаточного члена сходимость полученного ряда к 

данной функции. 

9. Разложите функцию  mx1y   в степенной ряд и найдите ин-

тервал сходимости  полученного ряда. 

10. Приведите пример оценки точности вычисления суммы зна-

кочередующего ряда. 

11. Приведите пример применения остаточного члена формулы 

Тейлора (в форме Лагранжа) к оценки точности вычисления с 

помощью степенного ряда. 

12. Изложите метод приближенного интегрирования дифферен-

циальных уравнений с помощью степенных рядов. Приведи-

те пример. 

 

 3. Ряды Фурье. 

 

Тригонометрические ряды играют важную роль в математике 

как аппарат изучения функций. Это объясняется тем, что для раз-

ложения в тригонометрический ряд функция не должна удовлетво-

рять столь жестким требованиям, которые предъявляются к ней 

при разложении, например, в степенной ряд (в степенные ряды раз-

лагаются даже не все бесконечно дифференцируемые функции). 

Велико значение тригонометрических рядов в приложениях, где их 

применяют при решении ряда задач математической физики, в 

электротехнике, метрологии и т. д. Чаще всего ряды Фурье исполь-

зуют при изучении периодических процессов. 

 

Вопросы для самопроверки 

1. Выведите формулы для коэффициентов ряда Фурье. 

2. Сформулируйте достаточные условия разложимости функции 

в ряд Фурье. Приведите примеры функций, удовлетворяющих 

и  не удовлетворяющих этим условиям. 

3. Выведите формулы для коэффициентов ряда Фурье для чет-

ных и не четных функций. 

4. Представьте ряд Фурье в комплексной форме. 

 

4. Уравнение математической физики. 

 

К решению волнового уравнения сводятся задачи о попереч-

ных колебаниях струны и продольных колебаниях стержней, о зву-

ковых и электромагнитных колебаниях, о колебаниях газа и многие 

другие задачи о распространении колебаний в однородной среде. К 
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решению уравнения теплопроводности сводятся задачи о распро-

странении тепла в однородной среде, о фильтрации жидкостей или 

газов и др. задачи. 

 

Пример. Найти решение уравнения с частными производными 

 

,
x

u
a

t

u
2

2
2









 

удовлетворяющее краевым условиям:        x0,xu;0t,1ut,0u   

Решение: Пользуясь методом Фурье, полагаем      tTxXt,xu   

Тогда заданное уравнение преобразуется к виду 22Ta/'T"X   и 

распадается на два уравнения 0X"X 2   и ,0Ta'T 22   решая кото-

рые, найдем ;xsinBxcosAX   
ta 22

CeT          ,xs i nxc o set,xu ta 22

    где AC  и BC  - 

произвольные постоянные. 

Используя условие     ,0t,1ut,0u   получим ;0sin0cos0   

,1sin1cos0   откуда следует: ...3,2,1n,1/n0   

Каждому значению  n  соответствует частное решение 

1

xn
sineu

2222 1/tna

nn


   

сумма которых   t,xu  также будет решением данного уравнения  

   








 


1n 1n

1/tna

nn
1

xn
sineut,xu

2222

                                                       ( ) 

Используя условие  xu   при 0t  , получим для определения n  

равенство  

  







1n

n
1

xn
sinx  

Это равенство есть разложение в интервале (0, 1) данной функции 

 x  в неполный ряд Фурье, содержащий только синусы. Поэтому  

   




1

0

n dx
1

xn
sinx1/2                                                                        (**) 

Таким образом, сумма ряда (*), коэффициенты которого определя-

ются формулами (**), есть частное решение данного уравнения, 

удовлетворяющее данным краевым условиям. 

 

Вопросы для самопроверки. 

1. Дайте классификацию уравнений с частными производными 

второго порядка. Приведите примеры. 

2. Выведите уравнение колебаний струны. Сформулируйте крае-

вую задачу о колебаниях струны, закрепленной на концах. 
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3. Изложите метод Фурье нахождения решения краевой задачи о 

колебаниях струны, закрепленной на концах. 

4. Выведите уравнение распространения теплоты в стержне. 

Сформулируйте краевую задачу. 

5. Изложите метод Фурье для нахождения решения уравнения 

теплопроводности. 

 

Контрольная работа . 

Ряды. Уравнения математической физики.  

 

1. Числовой ряд исследовать на абсолютную и условную схо-

димость. Для функционального ряда найти область сходимости 

и исследовать на границе области. 
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  б)  

1

1

1
2 1

n
n

n

n

n






 
  

 
  в) 

 2
1

1

ln 2 1n n n



 
  n1  

 г)  2

1

1
4 6

3

n

n
n

n
x x






   д)

 

 




 



1n
n1n

nn

1xn3
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3 а) 
3 7

1

ln

n

n

n





  б) 
3

3
1

ln
1n

n

n



 
  в) 

   2
1

1

2 3 ln 2 1n n n



  


 n1  

 г)

 2
1

3 1

1 27 12 2
n

n

n

n x x







  


 
д)  












1n

1n

n
5x

2n

1n2
 

 

4 

а) 
3 3

2

1
arcsin

3n

n

n

n n








  

б)  

 3

1

ln ln ln

n

n n n n






  в) 

   2
3

1

3 5 ln 4 7n n n



  


 n1  

 г) 

 2
1

2 1

1 3 8 6

n

n
n

n

n x x



   
  

д)
   





 



1n
31n

n3n

2n3

3xn1
2

 
 

5 а) 
2

2
1

sin

1n

n

n



 
  б) 3 5

3n

n tg
n





  в) 
   2

1

1

3 4 ln 5 2n n n



  


 n1  

 г) 
1

1 1

3 1

n

n

x

n x





 
 

  
  

д)


















1n
3n

n

1n

3nn5

2

5
x3
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6 а) 
2

3
1

cos

5n

n n

n



 
  б)   2

4 2
1

1 2

1

n

n

n

n n







 
  в)

   5

1

2 ln 3n n n



  
  n1  

 
г)  

 

2

2
1

6 12

4 1

n

n
n

x x

n





 


  д)

 
 





 



1n
n3n

n

2x3

n1
 

 

7 
а) 

2
2

ln

3n

n n

n



 
  б)  

 3

1

1 ln

n

n n n










 в) 
   1

1

2 1 ln 2n n n



 
  n1  

 
г)  

 
3

1

1
n

n x n








  д)

   
 







1n

nn

!n2

4x!1n2
 

 

 

8 
а) 

  

2

3
1

3

2 sin 2n

n

n n








  б) 

 
2

1 !

n

n

n

n




  в) 

   1

1

1 ln 2n n n



 
  n1  

 
г)  

 

2

2
1

5 11

5 5

n

n
n

x x

n





 


  д)   

 
2 1

1

3 2 3

1 2

n

n
n

n x

n






 


  

 

9 
а)  1

1

1
1

3

n

n

e
n








  б) 

 
22

1

2 1
sin

1n

n

n n








  в) 

 2

1

3 1 lnn n n



 
  n1  

 
г)  

1

n

n
n

n x

n






  д)  

1

1
5 tg

3

n

n
n

x




  
 

10 а)
23

1

1 3

52n

n
arctg

nn








  

б) 
1

2
sin

2 1

n

n

n






  
в) 

   2

1

2 1 ln 1n n n



  
  n1  

 г) 
 1

1

n n n x



 
  д)

 







1n
n

nn

n

7x5
 

 

11 
а) 

3
1

ln

1n

n

n n



  
  б) 

3 4
1

1
sin

n

n
n





  в) 
   2

1

2 3 ln 3 1n n n



  
  n1  

 
г)  

 
2

1

1
n

n x n








  д)

 
   












1n
n

1nn

8x3n1n
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12 
а) 

2

2
1

1
ln

2n

n

n n







 
  б)  

2

2
1

!

2n
n

n



  в) 
  2

2

1

2 lnn n n



 
  n1  

 г)

 
 

2
2

2
1

25 1
2 1

n

n
n

n
x

n









 

д)  

 

2 1

1

5

4 2 1

n

n
n

x

n









  

 

13 
а) 

2
2

ln

3n

n n

n



 
  б)  

1

4
1

1

2 3

n

n n n









  в)

   2
2

1

3 ln 2n n n



 
  n1  

 
г) 

3

2 2
1n

n

x n



 
  д)

   
  











1n
n

1n1n

35n1n

7x1
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14 а) 
2

2
1

sin 2n

n n





  б)  

31

1

cos 3 ln
3

n

n n n
n












 в) 

   2
2

1

2 3 ln 1n n n



  


 n1  

 г)

 

3

3 2
1

2 1

2 3 10 9
n

n

n

n x x



   


 
д) 

 2
5

1

2 2
nn

n n x



 
  

 

15 а) 
5

1

ln

n

n

n n



 
  б)    

 1

1 3

ln 4

n

n

n

n





 


  в) 

 3

1

ln 1n n n



 
  n1  

 
г)  

1

1

2

n

n
n x








  д)  















1n

n

2n

3x
n

1
1  

 

16 а) 3

3
1

1

n

narctg
n





  
б) 

 

1

1
4

5 1

n

n

tg
n

n









  

в) 

 2

1

2 ln 3 1n n n



 
  n1  

 
г) 

  1

1

1n x n x n



   
  д)

 




 



1n
n1n

n

6x7n

1n3
 

 

17 а) 
1

1 cos
n n





 
 

 
  б)  

 
1

sin
1

n

n

n n

n n





  
в)

   5

1

2 ln 3n n n



  


 n1  

 г) 

 1
x

n

x

n n e



 
  д)

   
 




 



1n
n

nnn

1n

3x!n31
 

 

18 
а) 

3

5
1

sin
2n

n

n



 
  б)  

1

1 sin
2

n

n
n





  в) 

   4

1

3 1 ln 2n n n



  


 n1  

 
г)  

 
1 3

1

1
n

n n x








  д)

 

 











1n
n2

1n2n

5xn2n

71
 

 

19 
а)  3 1

2

1
n n

n

e






 
 

 
  б)  

1

1 1
1 sin

n

n

tg
n n





   в) 
   2

2

1

5 ln 1n n n



  
  n1  

 
г) 

2
1n

x

n x



 
  

д) 

    
2

2

1

2 ln 2 3
n

n n n x



   


  

20 
а) 

4 4
2

2
2cos

3

1n

n

n




 
  

б)  
1

1
1 1 cos

n

n n





 
  

 
  в) 

   2
2

1

3 ln 7n n n



 
  n1  

 г) 
1

1

lnn
n x





  д)
   












1n
n4 3

n1n

31n3n

5,1x1
 

 

21 
а) 

3

2 2
1

2

sinn

n

n n






  б) 

 

5

1

3

2 1

n

n
n

n

n



 
  в) 

 

2

3
2 1 lnn

n

n n



 
  n1  
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 г) 
 1

1

ln 1n
n x



 
  д)  

 

2 1

2
1

7

2 5 4

n

n
n

x

n n









   

22 а) 
1 3 !

n

n
n

n

n





  б) 
2 3

1

sin
5n

n

n n



 
  в) 

 2 2
3 3 lnn

n

n n



 
  n1  

 
г)  

  2
1

1

1

n

x
n

n

n e n







 
  д)

 

 











1n
n5 3

1n3n

5,0x1n

n51
 

 

23 а)  
2

1

1

1n

n

n e




  б)  
3

1

2 2
1

3 1

n

n

n
n

n





 
 

 
  в) 

   2
4

1

3 1 ln 2n n n



 


 n1  

 г) 3

1

2 arcsin
3

n n

n

x
x

n





  д)
   













1n
1n3 2

1n5n2n

23n

3xn51
 

 

24 а) 
5 2

1

1

( 1) 1n

arctg
n n



  
  б) 

 
5 2

2
1

arcsin
3n

n

n



 


 в) 

 2
2 5 lnn

n

n n



 
  n1  

 г)  

1

ln 1n

n

x n

x e








  д)  

   1

5

4 ln 4

n

n

x

n n







 
   

 

2. Найти сумму ряда. 

  

1 а) 
2

1

6

9 12 5n n n



  
  б) 

  3

4 5
.

1 2n

n

n n n







 
  

 в)  
1 1

1

1
1 1

n n

n

x
n


 



 
  

 
  г)  2 1

0

4 9 5 n

n

n n x






   

2 а) 
2

2

24

9 12 5n n n



  
  б) 

  1

6
.

3 2n

n

n n n







 
  

 в) 
  

2

2 2 3 2 2

n

n

x

n n



  
  

г)  2

0

3 7 4 n

n

n n x




   

3 
а) 

2
1

6

9 6 8n n n



  
  б) 

  1

5 3
.

1 3n

n

n n n







 
  

 в)  
1 2

1

1 1
1

2

n n

n

x
n n


 



 
  

 
  

г)  2 3

0

1 n

n

n n x






   

4 а) 
2

1

9

9 21 8n n n



  
  б) 

  2
3

4 2

1 2n

n

n n







 
  

 
в)  

 

1 2 1

1

1

4 2 1

n n

n
n

x

n

 






  г)  2 2

0

2 4 3 n

n

n n x
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5 
а) 

2
0

2

4 8 3n n n



  
  б) 

  1

1

1 3n n n n



  
  

 в)   2 1

0

1 1

2 1

n

n

n

x
n






 


  

г)  2

0

5 3 n

n

n n x




   

6 а) 
2

1

14

49 28 45n n n



  
  б) 

 2
3

3 5

1n

n

n n








  

 в)  
1

1

1 1
1 1

n

n
n n x






 
  

 
  

г)  2 1

0

2 5 3 n

n

n n x






   

7 а) 
2

1

3

9 3 2n n n



  
  б) 

  1

1
.

2 3n n n n



  
  

 в)  

 

1

2

1

1

n n

n

x

n n









  

г)  2 2

0

3 8 5 n

n

n n x






   

8 а) 
2

1

7

49 7 12n n n



  
  б) 

 2
3

1
.

4n n n



 
  

 
в) 

 1 1

n

n

x

n n



 
  г)  2

0

2 8 5 n

n

n n x




   

9 а) 
2

1

14

49 14 48n n n



  
  б) 

  1

3 2

1 2n

n

n n n







 
  

 
в)  

 

1 2 2

0

1

16 2 1

n n

n
n

x

n

 






  г)  2 1

0

2 7 5 n

n

n n x






   

10 а) 
2

1

6

36 24 5n n n



  
  б) 

  3

2

1 2n

n

n n n







 
  

 
в) 

  

2 2

0 2 1 2 2

n

n

x

n n



  
  г)  2

0

3 7 5 n

n

n n x




   

11 а) 
2

1

14

49 84 13n n n



  
  б) 

   3

5 2

1 2n

n

n n n







 
  

 
в)  

 

1
1

1

1
1

n
n

n

x

n n









  г)   2

0

2 1 n

n

n n x






  

12 а) 
2

1

4

4 4 3n n n



  
  б) 

  1

2

2 1n n n n



  
  

 
в) 

 

2 1

1 2 2 1

n

n

x

n n



 
  г)  2

0

1 n

n

n n x
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13 а) 
2

1

7

49 35 6n n n



  
  б) 

  1

3 2

1 2n

n

n n n







 
  

 
в)  

 

1

1
1

1

1

n

n
n n n x










  г)  2

0

2 1 n

n

n n x




   

14 
а) 

2
1

9

9 3 20n n n



  
  б) 

  2
3

5

1 2n

n

n n







 
  

 
в)  

  

1

0

1

1 2

n n

n

x

n n







 
  г)  2 1

0

3 5 4 n

n

n n x






   

15 
а) 

2
1

14

49 42 40n n n



  
  б) 

   3

8 10

1 2 1n

n

n n n







  


 

 
в) 

 

2 1

1 2 2 1

n

n

x

n n



 
  г)  2

0

7 4 n

n

n n x




   

16 
а) 

2
1

8

16 8 15n n n



  
  б) 
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3

3 1

1n

n

n n








  

 в) 
1

1 1

1

n

n

x
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г)  2 1

0

2 2 n

n

n n x






   

17 а) 
2

1

7

49 21 10n n n



  
  б) 

  3

4

1 2n

n

n n n







 
  

 
в) 

  

2

0 1 2

n

n

x
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  г)  2

0

2 2 1 n

n

n n x




   

18 а) 
2

1

5

25 5 6n n n



  
  б) 

  1
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n
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 в) 
  

2

2 2 2 2 1

n

n

x
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г)  2 1

0

2 1 n

n

n n x






   

19 а) 
2

1

7
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  б) 
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n
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n

n

x
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  г)  2 2

0
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20 а) 
2

2

12
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  б) 
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1
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n

n n n
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0

3

1

n

n
n n x




 
  г)  2 1

0

4 3 n

n
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21 
а) 

2
1

3

9 3 2n n n



  
  б) 

  1

3 4

1 2n

n

n n n







 
  

 
в) 

  

2 2
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n

n

x

n n



  
  г)  2 2

0

5 4 n

n

n n x






   

22 
а) 

2
1

5

25 5 6n n n



  
  б) 

  3

2

1 2n

n

n n n







 
  

 
в)   2

1

1
1

n n

n

x
n





 
  

 
  г)  2

0

2 2 1 n

n

n n x




   

23 а) 
2

1

8

16 8 15n n n



  
  б) 

  1

6

1 2n

n

n n n







 
  

 
в)  

1

2 1

0

1 1

2 1

n

n

n

x
n








 


  г)  2 1

0

2 1 n

n

n n x






   

24 
а) 

2
1

14

49 56 33n n n



  
  б) 

   3

2

1 1n

n

n n n







 
  

 
в)  

1

2 1

0

1 1

2 1

n

n

n

x
n








 


  г)   2

0

2 1 n

n

n n x






  

 

3. Найти три первых, отличных от нуля члена разложения в 

степенной ряд решения  xyy   дифференциального уравнения 

 ,y,xf'y   удовлетворяющего начальному условию   .y0y 0  

 

1)    2yxcos'y    ;   10y   2)  yxey'y      ;   00y   

3)    2x ye'y        ;   00y   4)  32 yx'y      ;   10y   

5)    2yy'y          ;   30y   6)   yexy'y      ;   00y   

7)    xye2'y y      ;   00y   8)  33 xy'y      ;   2/10y   

9)    2yxsin'y     ;   10y   10) 22 x3xy'y   ;   10y   

11)  ye'y x          ;   40y   12) xyxcos'y  ;   10y   

13)  22 yx'y        ;   20y   14) 2x xye'y    ;   00y   

15)   2y2/1xsin'y  ;   10y   16) 32 yx'y      ;   3/10y   

17)  xye2'y y      ;   00y   18) 3x ye'y      ;   30y   

19)  22 yxx'y   ;   50y   20)  2x3 xye'y   ;   10y   

21)  33 x3y'y       ;   10y   22) 2x2 ye'y     ;   00y   

23)  2y3 xye'y     ;   00y   24) 32 yx3'y    ;   20y   
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4. Разложить в ряд Фурье функцию  xf  на указанном интерва-

ле  b,a . 

 

1)       5,5,x32xf    ; 2)       1,1,1xxf   

3)     









x03

0x1
xf     ;    ,  

 

4)       2,2,1xxf 2   

5)          ,,2/xxf   ; 
6)    

 










1x0x

0x1x4/1
xf   ;    1,1  

7)        ,,x49xf       ; 
8)     










x01

0x4
xf     ;    ,  

9)         1,1,3x2/1xf     ; 10)     2,2,x1xf           ; 

11)      2,0,xxf 2               ; 12)      ,,2x5xf        ; 

13)     3,3,2xxf            ; 14)     1,1,x1xf            ; 

15)   









x0x

0x20
xf      ;    2,2  

16)      ,,xxf              ; 

17)   









x0x

0x0
xf      ;     ,  

18)     1,1,x29xf          ; 

19)   









x01

0x2
xf      ;     ,  20)   










2x0x

0x21
xf       ;    2,2  

21)     3,3,x1xf          ; 22)     5,5,x3xf 2       ; 

23)   









x0x1

0x1
xf  ;    ,  

24)     4,4,x25xf   

 

5. Методом Фурье решить уравнение колебаний конечной 

струны длины 1 
2

2
2

2

2

x

u
a

t

u









  с граничными условиями  

    0t,Iut,0u    и начальными условиями 

         1x0x0,x
t

u
;x0,xu 




  

 

1)    1a 2   ;   2l   ;        0x;x2xx   

2)    9a 2   ;   4l   
;     0x,

4x24x

2x0x
x 








  

3)    9/16a 2   ;   4l   ;        4xx3x,0x   

4)    4/1a 2   ;   2/3l   ;          0x;2/3xxx   

5)    2a 2   ;   2l   
;    










2x12x

1x0x
x;0x  

6)    25a 2   ;   5l   ;        0x;5xx3x   
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7)    1a 2   ;   1l    ;        x1xx;0x   

 

8)    9/4a 2   

 

;   8l   

 

;       0x,
8x4x8

4x0x
x 








  

9)    4a 2   ;   3l   ;        x3xx;0x   

10)  4/9a 2   ;   2/3l   ;          0x;2/3xxx   

11)  36a 2   ;   5l   ;         0x;5xxx   

12)  16a 2   ;   4l   ;        x4xx;0x   

 

Методом Фурье решить уравнение теплопроводности стержня 

длины l 
2

2
2

x

u
a

t

u









 (найти распределение тепла в любой момент 

времени t  вдоль стержня, имеющего теплопроницаемую боко-

вую поверхность) с граничными условиями     0t,Iut,0u    

     1x0;x0,xu  . 

 

13)  16a 2   ;   2l   ;      x2xx   

14)  100a 2   ;   5l   
;    










5x2/5x5

2/5x0x
x  

15)  25a 2   ;   1l   ;      x1xx   

16)  4a 2   ;   15l   
;    

  








15x3;x154/3

3x0x
x

2

 

17)  9/1a 2   ;   6l   
;    










6x3x6

3x0x
x  

18)  9a 2   ;   2l   ;      2xxx   

19)  1a 2   ;   7l   
;    

 








7x2;x78,0

2x0x
x

2

 

20)  4/9a 2   ;   4l   ;      4xx3x   

21)  25a 2   ;   10l   
;    










10x5;x10

5x0x
x  

22)  64a 2   ;   20l   
;    










20x4;x20

4x0x
x

2

 

23)  16/1a 2   ;   8l   ;      x3x5x   

24)  50a 2   ;   3l   
;    










8x4;x8

4x0;x
x  
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Раздел 8 

 

КРИВОЛИНЕЙНЫЕ И ПОВЕРХНОСТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ПОЛЯ 

 

Вопросы для самопроверки 

1. Задачи, приводящие к криволинейным интегралам. Опреде-

ление криволинейных интегралов первого и второго рода, их 

основные свойства и вычисление. Геометрические и механи-

ческие приложения. Связь между криволинейными интегра-

лами первого и второго рода. Формула Грина. 

2. Площадь поверхности. Определение поверхностных интегра-

лов. Их свойства и вычисление. 

3. Скалярное поле. Поверхности и линии уровня скалярного по-

ля. Производная по направлению. Градиент скалярного поля, 

его координатное и инвариантное определения. 

4. Векторное поле. Векторные линии и их дифференциальные 

уравнения. 

5. Односторонние и двусторонние поверхности. Поток вектор-

ного поля через поверхность. Физический смысл потока в 

поле скоростей жидкости. Вычисление потока. Теорема Ост-

роградского. 

6. Дивергенция векторного поля, ее инвариантное определение 

и физический смысл. Вычисление дивергенции. Соленои-

дальные (трубчатые) поля. 

7. Линейный интеграл в векторном поле. Работа силового поля. 

Циркуляция векторного поля. Теорема Стокса. Ротор поля, 

его координатное и инвариантное определения. Физический 

смысл ротора в поле скоростей. Условия независимости ли-

нейного интеграла от формы пути интегрирования. 

8. Потенциальное поле. Условие потенциальности поля. Вы-

числение линейного интеграла в потенциальном поле. 

9. Оператор Гамильтона. Операции второго порядка в вектор-

ном анализе. Оператор Лапласа, его выражение в цилиндри-

ческих и сферических координатах. 

 

 

 В  1  гл. XV §1-2 вводятся понятия криволинейного интеграла 

первого (по длине дуги) (КИ1) и второго (в координатной форме) 

(КИ2) рассмотрены их свойства и приложения. Вычисление криво-

линейных интегралов сводится в общем случае к вычислению оп-

ределенного интеграла (задача 1,2), доказана формула Грина (§3), 
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Связывающая вычисление КИ2 по замкнутой плоской кривой L с 

вычислением двойного интеграла по области lD , ограниченной 

этой кривой 

      dxdy
y

X

x

Y
dyy,xYdxy,xX

l Dl

  
















 . 

 

 Масса дуги материальной кривой при заданной линейной 

плотности  y,x вычисляется с помощью КИ1 

   



ab

l dly,xM
ab

. 

 

При вычислении циркуляции векторного поля     jy,xYiy,xXF


  

вдоль плоского контура 
l

rdFГ


 (задача 3) следует применить 

формулу Грина. 

 В §5, 6  гл.XV вводятся понятия поверхностных интегралов 

первого (ПИ1) и второго (ПИ2) рода, доказываются их свойства и 

приложения. В §7 доказана формула Остроградского-Гаусса, свя-

зывающая вычисления ПИ2 от векторного поля 

        kz,y,xZjz,y,xYiz,y,xXF


  

по замкнутой поверхности   с вычислением тройного интеграла по 

области  , ограниченной поверхностью   

    
 

 dvFdivdnF


,   где 
z

Z

y

Y

x

X
Fdiv

















. 

 При вычислении ПИ2 по замкнутой поверхности (задача 4), 

как правило применяют формулу Остроградского. 

 При решении задачи №5 необходимо вспомнить  (  1  гл. IX  

§6), что нормаль к поверхности, заданной уравнением     0z,y,xf    

определяется вектором 

  k
z

f
j

y

f
i

x

f
fdagrn
















 . 

 

 Производная от функции  z,y,xu  по направлению вектора  

  cos,cos,cosI


 вычисляется  (  1  гл. VIII  §14)  по формуле 

  


















cos

z

U
cos

y

U
cos

x

U

I

U
. 

Положительным считается направление нормали к поверхности, 

составляющее острый угол с осью OZ. 

 

Указание. При выполнении контрольной работы №8 приходится 

вычислять неопределенные (определенные) интегралы вида: 
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    dxbxax 2m ,  при  1k2m     - нечетном удобно сде-

лать замену 22 tbxa  ; при  k2m   - четном либо используют три-

гонометрическую подстановку, либо интегрируют по частям. 

 Можно найти аналогичный интеграл (для конкретных значе-

ний m, a, b) в книге: Двайт «Таблица интегралов и другие матема-

тические формулы». 

 

Задания для контрольной работы 

 

1. Вычислить циркуляцию Г векторного поля  F


  вдоль замкнутого 

контура L. 

 

1.1.     0y,0x0y,0x,25yx,4yx:L,ji2yxlnF 222222 


 

1.2.  0y2xy,0y,2x:L,jxyiyxF 22 


 

1.3.  0y0y,1x,x4y:L,jxyixyF 22 


 

1.4.     0y,0x0y,0x,16yx,9yx:L,j2i)yx/(1lnF 222222 


 

1.5.     0y,0x0y,0x,16yx,1yx:L,j4i3yxlnF 222222 


 

1.6.     0y,0x0y,0x,25yx,4yx:L,j3iyxlnF 222222 


 

1.7.      0yx8y,0y,2/1x:L,jxy2iy2xF 2222 


 

1.8.    0y,0x0y,0x,9yx,1yx:L,ji2yxF 222222 


 

1.9.    0y,0x0y,0x,16yx,4yx:L,j3iyxF 222222 


 

1.10.    0y,0x0y,0x,9yx,4yx:L,j2ieF 2222yx 22

 


 

1.11.     0xx,y,1x:L,jxy2iy2xF 2222 


 

1.12.     0x,4y,x4y:L,jyx3iy3xF 22222 


 

1.13.     0x,4y,xy:L,jxy2iy-3xF 222 


 

1.14.    0y,0x0y,0x,9yx,4yx:L,j2iyxF 222222 


 

1.15.     2y,2y,x2y:L,jx3yiy2-1F 222 


 

1.16.    0y,0x0y,0x,16yx,4yx:L,j2ieF 2222yx 22

 


 

1.17.     )0x(3y,x3y:L,jx3yiy2-xF 222 


 

1.18.     )0x(2y,x2y:L,jx31iy2xF 222 


 

1.19.     0y,0x25yx,4yx:L,j3i2yxlnF 222222 


 

1.20.    0y,0x16yx,1yx:L,j3iyxF 222222 


 

1.21.    0y,0x0y,0x,4yx,1yx:L,j2i3yxF 222222 


 

1.22.     )0x(4y,x2y:L,jx2yiy4-xF 222 


 

1.23.     1y,x4y:L,jxy3iy2xF 222 


 

1.24.     3y,x3y:L,jx21iy3xF 222 


 

 



 57 

2.Найти поток Р векторного поля F


 через замкнутую поверхность 

 . 

 

2.1. 0y,0x,1z,yxz:,kxzjxixF 222 


 

2.2.       1z,0z,1yx:,kzyjyziyxF 22222222 


 

2.3.  0zzyx,4zyx:,kzjyixF 222222222 


 

2.4.  0z0z,1zyx:,kzjyixF 2222 


 

2.5.  0z0z,zzyx:,kzjyixF 222222 


 

2.6.  0z0z,1zyx:,kzjyixF 222222 


 

2.7.  0z0z,zzyx:,kzjyixF 222222 


 

2.8. 1zyx:,kzxjyzixyF 222222 


 

2.9.  0z,0y,0x0z,0y,0x,1zyx:,kzjyixF 222222 


 

2.10. 222222 yx1z,zyx:,kz3jxyixF 


 

2.11.       1z,0z,2yx:,kyzxjzxyiyzxF 222 


 

2.12.  0zzyx,16zyx:,kzxjyzixyF 222222 


 

2.13. 1z,0z,4yx:,kxyjyzizF 22 


 

2.14.        0z0z,1zyx:,kyxjxy2iyzxF 22222 


 

2.15.        0zzyx,1zyx:,kzxzjzyyiyxxF 222222 


 

2.16.   1z,0z,1yx:,kx21jyx2ix3F 2222 


 

2.17. 4z,zyx:,kyzjy2ixF 22 


 

2.18. 0z,z1yx:,kz2jyz2iyF 222 


 

2.19. 0z,z1yx:,kyjzixzF 22 


 

2.20. 22222 yx1z,zyx:,kyzjy2ixF 


 

2.21.  0z0z,2zyx:,kzjxy2ixy2F 2222 


 

2.22.  0z0z,1zyx:,3/kzjyxixyF 222322 


 

2.23. 4z,zyx:,kyzjy2ixF 222 


 

 

3. Найти производную скалярного поля   z,y,xU  в точке   z,y,xM  

по направлению нормали к поверхности  S, образующей острый 

угол с положительным направлением оси OZ. 

 

3.1.    1,1,1M,1z2y2x:S,xyz8x3n41U 2222   

3.2.  4,4,2M,0yx2z4:S,zyyxU 22   

3.3.  1,4,3M,z24yx:S,zyxU 2222   

3.4.    1,1,1M,1z2y2x:S,xyz45xn21U 2222   

3.5.  1,1,1M,4y4xz:S,z5x4yxU 222222   
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3.6.  4,3,3M,012z3yx:S,yxxzU 2232   

3.7.    1,1,1M,7z4y4x7:S,xyz4x1n71U 2222   

3.8.    1,1,1M,2zy2x:S,zyarctgxU 222   

3.9.    22,3,1M,20z2yx:S,z3/yxlnU 22222   

3.10.  1,8,8M,16z16yx:S,arctgzyyx2U 222   

3.11.  1,1,1M,1z4y2x:S,yzy/xU 222   

3.12.    4,2,1M,16zyx4:S,zxyx1n1U 2222   

3.13.  1,4,3M,z24yx:S,zyxU 2222   

3.14.    2,1,1M,4zyx:S,xyzyxU 222   

3.15.    4,3,1M,5zyx2:S,zyxn1U 22222   

3.16.  0,1,1M,yxz:S,z4xyU 222   

3.17.    4,3,0M,01zyx2:S,zyxU 22223222   

3.18.    4,0,3M,23z4zy9x6x:S,zxyx1lnU 2222222   

3.19.  0,1,1M,1zzy2x:S,z9xyU 2222   

3.20.    3,2/3,2/M,03/z2yx:S,xyzy2xsinU 222   

3.21.    0,1,1M,20zy2x:S,arctgzylnxU 222   

3.22.  2,5,1M,9zyx:S,zxyyxU 22222   

3.23.   






 
 3,

2

3
,

2
M,1zyx3:S,xyzy2xsinU 222  

3.24.  0,1,1M,2zyx:S,yxzxyU 2222   
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Для заметок 
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